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В работе исследуется вопрос о приближении почти–периодических функций целыми
функциями конечной степени с произвольным спектром в равномерной метрике. Так-
же устанавливаются необходимые и достаточные условия принадлежности равно-
мерных почти–периодических функций классу целых функций.
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Определение 1 [1]. Непрерывная на всей вещественной оси функция f (x) называ-
ется равномерной почти–периодической, если для каждого ε> 0 можно указатьтакое
положительное число l = l (ε), что в каждом интервале длины l найдется хотя бы одно
число τ, для которого выполняется неравенство
| f (x+τ)− f (x)| < ε (−∞< x <∞).
Пространство равномерных почти–периодических функций, его обозначим че-
рез B, есть замыкание множества тригонометрических полиномов
T (x)=
n∑
k=1
Ak exp(iλk x),
где Ak — коэффициенты Фурье, λk — показатели Фурье (спектр функции f (x) ∈ B),
с нормой
|| f (x)||B = sup−∞<x<∞ | f (x)|.
Рассмотрим класс функций f (x) ∈B с произвольным спектром {λk }, т.е. функций,
имеющих ряд Фурье вида
f (x)∼
∞∑
k=−∞
Ak exp(iλk x),
где
Ak = lim
T→∞
1
2T
ˆ T
−T
f (x)exp(−iλk x)d x.
Известно [2], что для класса функций f (x) ∈ B величина Ak может отличаться
от нуля не более чем на счетном множестве значений спектра λ. Именно это об-
стоятельство делает возможным распространение понятия ряда Фурье на область
почти–периодических функций.
Через Gσ (σ> 0) обозначим класс ограниченных на всей действительной оси це-
лых функций степени не выше σ. Рассмотрим следующий важный вопрос. Пусть
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дана функция f (x) ∈ B. Каковы необходимые и достаточные условия для принад-
лежности этой функции к классу Gσ. Для решения этого вопроса приведем утвер-
ждение, которое ранее использовано автором в работе [3].
Теорема 1. Для того чтобы равномерная почти–периодическая функция f (x) при-
надлежала классу Gσ, необходимо и достаточно, чтобы ее показатели Фурье Λ{λk }
удовлетворяли неравенству
|λk | ≤σ.
С.Н. Бернштейн [4] установил, что среди функций из класса Gσ, осуществля-
ющих на всей действительной оси наилучшее равномерное приближение 2π–
периодической функции f (x) найдется тригонометрический полином степени не
выше σ. Доказательство основывается на том, что, если gσ( f ; x) ∈Gσ и
sup
−∞<x<∞
| f (x)− gσ( f ; x)| = Aσ( f ), (1)
где Aσ( f ) — наилучшее равномерное приближение порядка σ 2π-периодической,
периода 2π, функции посредством функций из класса Gσ, то равномерно по всем
x(−∞< x <∞) имеют места следующие оценки:
| f (x)− 1
2n+1
n∑
k=−n
gσ(x+2kπ)| ≤ Aσ( f ), (2)
lim
n→∞
1
2n+1
n∑
k=−n
{
gσ(x+2kπ+2π)− gσ(x+2kπ)
}= 0. (3)
Отметим, что вышеприведенный результат С.Н. Бернштейна можно получить
также, если вместо (2) и (3) использовать соотношения
|Φn(x)−Qσ,N ,n(x)| ≤ Aσ( f ),
где σ> 0; N ,n — любые натуральные числа,
Φn(x)= 1
π
ˆ π
−π
f (x+ t )Fn(t )d t = 1
2πN
ˆ 2πN
−2πN
f (x+ t )Fn(t )d t ,
Qσ,N ,n(x)= 1
2πN
ˆ 2πN
−2πN
f (x+ t )Fn(t )d t , Fn(t )=
sin2(n+1) t2
2(n+1)sin2 t2
,
и при всяком фиксированном n равномерно по x ∈ (−∞,∞)
lim
N→∞
{Qσ,N ,n(x+2π)−Qσ,N ,n(x)}= 0.
При проведении аналогичных исследований, в отличие от периодического слу-
чая, где условия накладываются только на гладкости функций, для f (x) ∈ B требу-
ются дополнительные условия и на поведения показателейФурье (см. напр., [5] или
[6]):
а) когда показатели Фурье имеют предельную точку в бесконечности, т.е.
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|λk | < |λk+1|, lim
k→∞
|λk | =∞;
б) когда показатели Фурье имеют предельную точку в нуле,
|λk | > |λk+1|, lim
k→∞
|λk | = 0.
Впервые аналог теоремы С.Н. Бернштейна для функций f (x) ∈ B встречается в
работах Е.А. Бредихиной [7]-[8]. Используя метод доказательства С.Н. Бернштейна,
она установила, что если функция f (x) ∈B и имеет ряд Фурье
f (x)∼∑
k
Ak exp(iλkβx),
имеющий показатели Фурье с предельной точкой в бесконечности, то среди функ-
ций gσ(x) ∈ Gσ (σ > 0), для которых имеет место равенство (1), найдется тригоно-
метрический полином степени не выше σ.
Теперь с помощью теоремы 1 сформулируем основной результат данной замет-
ки, который является также аналогом теоремы С.Н. Бернштейна для равномерных
почти–периодических функций c произвольными показателями Фурье {λk } (k =
0,±1,±2, . . .).
Теорема 2. Пусть f (x) ∈B и
Aσ( f )= sup−∞<x<∞ | f (x)− gσ( f ; x)| (σ> 0).
Тогда для любого ε> 0 найдется конечная тригонометрическая сумма
Pσ(x)=
n∑
k=1
bk exp(iλk x) (|λk | ≤σ),
для которой равномерно по x справедлива оценка
| f (x)−Pσ(x)| ≤ Aσ( f )+ε.
Для полноты изложения наряду с теоремой 2 приводим следующее утверждение,
когда спектр Λ{λk } на любом конечном отрезке имеет конечное число предельных
точек и, более того, является приводимым множеством.
Теорема 3. Если f (x) ∈ B с приводимым спектром Λ{λk } (k = 0,±1,±2, ...), то сре-
ди функций gσ(x) ∈ Gσ, для которых справедливо равенство (1), найдется функция
Qσ( f ; x) ∈B с рядом Фурье ∑
|λk |≤σ
Ak exp(iλk x).
В заключение для равномерных почти–периодических функций попытаемся
найти функцию g (x) ∈ Gσ, которая удовлетворяет условию Aσ( f ) ≤ Cω( f ;1/σ), где
C — некоторая абсолютная константа и
ω( f ;σ)= sup
|x1−x2|≤δ
| f (x1)− f (x2)|.
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Теорема 4. Пусть f (x) ∈B со спектром Λ{λk } (k = 0,±1,±2, ...) и
fσ(z)=
ˆ ∞
−∞
f (u)ψσ(u− z)du, где
ψσ(z)= 1
πσ3
· sin
4 σz
4
z4
.
Тогда f (x) ∈Gσ и sup−∞<x<∞ | f (x)− fσ(x)| <Cω( f ;σ−1), гдеC —абсолютная констан-
та.
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APPROXIMATION OF ALMOST PERIODIC FUNCTIONS IN UNIFORM METRIC
Yu.Kh. Khasanov
The paper is devoted to investigation of a problem of approximation of almost periodic functions by
entire functions with given spectrum in uniform metric. Also necessary and sufficient conditions for
belonging of uniformly almost periodic functions to the class of entire functions are obtained.
Keywords: almost periodic functions, Fourier series, spectrum to function, entire functions of finite order,
trigonometric polynomial, best uniform approximation.
